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PREFACE

La résistance des matériaux RDM, est une partie de la mécanique des milieux
Continus. Elle s’intéresse a déterminer les dimensions des ¢léments d’une construction ou des
pieces mécaniques, afin qu’ils supportent les efforts auxquels ils sont soumis dans les
meilleures conditions de sécurité et d’économie de matiere.
Ce document est basé sur le programme pédagogique destiné aux étudiants du deuxiéme année
génie civil et d’autres spécialités qui s’intéressent par cette discipline.
Cet ouvrage comporte des notions fondamentales de la RDM et poursuit de simples objectifs ;
ceux de fournir des réponses et des outils Pour apprendre :

— Les notions de base de la résistance des matériaux,

— Les buts et les hypotheses de la RDM,

— Lanotion des efforts internes,

— Les caractéristiques géométriques des sections,

— Laloi de comportement des matériaux,

— La notion de contraintes admissibles et le dimensionnement des pieces sous

sollicitations simples.

Le polycopié est divisé en six chapitres, chaque chapitre contient un détaille et suivi par une
série d’exercice qui aideront I’étudiant a assimiler le cours et permet de fournir des

informations supplémentaires.
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1.1. Définition et objectif de RDM

La résistance des matériaux est 1’étudie de comportement des éléments de constructions sous
I’action des différents types de charges. Elle s’intéresse particuliérement au calcul des
dimensions des structures et aussi a I’utilisation des matériaux dans les meilleures conditions
de sécurité et d’économie.
Objectif de 'RDM
La résistance des matériaux a trois objectifs principaux :
— La connaissance des caractéristiques mécaniques des matériaux ‘comportement des
matériaux sous I’effet d'une charge mécanique’
— L’étude de la résistance d’une structure et ces ¢léments sous I’effet d’une charge
mécanique.
— L’étude de la déformation d’une structure et ces ¢léments sous I’effet d'une charge
mécanique.
La résistance des matériaux permet de résoudre 3 types de problémes :
— Déterminer les dimensions d’une pi¢ce pour luis permettre de résister a 1’action des
charges données.
— Déterminer les forces extérieures qui I’on peut appliquer a une picce sans la détruire.
— Vitrifier la résistance, la rigidité et la stabilité des piéces de dimension donnée sous
I’effet de I’action des charges données.

1.2 Hypothéses de la résistance des matériaux :

Les limites de la résistance des matériaux sont celles imposées par ses hypothéses mémes ;
généralement la RDM considere 3 hypothéses principales sur les matériaux, sur la géométrie,
sur les efforts et sur les déformations.

1.2.1 Hypothéses sur les matériaux

L’homogénéité, lisotropie et la continuité du matériau :
= |sotropes : le matériau possede les mémes propriétés physiques pour tous les points
= Homogenes : le matériau posséde les mémes propriétés physiques dans toutes les
directions en un point quelconque.
= Continus: le matériau est assimilé a un milieu continu. Les discontinuités

microscopiques dues a la nature des matériaux de construction sont négligées
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L¢lasticité et la linéarité du matériau :
On suppose que chaque point contraintes et déformations sont proportionnelles et qu’apres

déformation, I’élément revient a son état initial.

Centre de

_— e Fibre moyenne

Section droite

Figure 1. 1 conception géométrique d’une poutre

1.2.2 Hypothéses sur la géométrie :

Hypothese des sections planes (hypothese de Navier-Bernoulli) : Les sections droites restent
planes et perpendiculaires a la fibre moyenne au cours de la déformation.
La petitesse des déformations : les déformations dues aux charges sont négligeables par

rapport aux dimensions des éléments et la configuration géométrique reste inchangée.

Al 1 1 1 ] n Fibre moyenne

Section droite

~=--. Fibre moyenne

Figure 1. 2 hypothése de Navier-Bernoulli

1.2.3 Hypotheses sur les efforts :

Hypothése de Saint Venant : Tous les efforts qui interviennent dans la théorie peuvent étre
schématisés par leur torseur résultant.

1. Résistance : La piéce doit supporter et transmettre les charges externes qui lui sont
imposées, (la capacité qu’a un corps de résister aux forces appliquées).

2. Rigidité : La piéce ne doit pas subir de déformation excessive lorsqu’elle est sollicitée, (la

propriété qu’a un corps a résister aux déformations).
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3. Stabilité : La piece doit conserver son intégrité géométrique afin que soient évitées des
conditions d’instabilité (flambement).

4. Endurance : La piéce, si elle est soumise a un chargement répété, doit pouvoir tolérer sans
rupture un certain nombre de cycles de sollicitation variable (fatigue).

5. Résiliences : Enfin, dans le cas ou un chargement dynamique (impact) est a prévoir, la piéce
doit pouvoir absorber une certaine quantité d’énergie sans s’en trouver trop endommagee.

1.3 Différents types de chargements

Les chargements peuvent étre classées en plusieurs catégories. Généralement, ce classement
est basé¢ sur la zone d’application, on distingue des sollicitations surfaciques, linéaires et
ponctuelles(concentrée).

a) Charge surfacique :_Sont représentées par le contact sur la surface du corps solide.

Le cas d’une boite sur un plan.

L'action du plan sur la boite peut étre représentée par une force surfacique (force répartie sur

une surface équivalente & une pression. Fox Se mesure en (N/m2).

Si la charge est uniforme, alors I'ensemble de la charge surfacique est équivalent a une force

Fon située au centre de la surface de contact. Elle se mesure en (N).

Figure 1. 3 Schématisation d’une charge surfacique.

b) Charge linéaire : sont présentées par la distribution de la densité de charge sur la longueur
totale ou partielle de I’élément étudié on trouve charge linéaire uniforme répartie, trapézoidale,
triangulaire ou non uniforme
b) Cas d’un cylindre sur un plan.
L'action du plan sur le cylindre peut étre représentée par une force linéique (force répartie le
long d'une ligne) FO/1. Elle se mesure en (N/m).

Si la charge est uniforme, alors I'ensemble de la charge linéique est équivalent a une force

FO/1 située au centre de la ligne de contact.

10
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L L2 L/2
Figure 1. 4 Schématisation d’une charge linéaire.

c) Charge concentrée ; sont caractérisées par leurs intensités et la direction de leurs

applications,

Cas d’une bille sur un plan. L'action du plan sur la bille peut étre représentée par une force

Fo/1

Figure I. 5 Schématisation d’une charge concentrée.

1.4 SCHEMATISATION DES LIAISONS (réaction d’appui)
Une structure est reliée a I’extérieur par un certain nombre de liaisons. Une liaison impose des
conditions cinématiques en un point. Pour maintenir ces liaisons, il faut exercer des efforts de
liaison qui sont des inconnues du probleme.
La classification des appuis se fait d'apres le nombre de degrés de liberté (ddl) (c'est-a-dire les
possibilités de mouvement) qu'ils laissent au systeme et d'apres la nature des réactions qu'ils
peuvent exercer sur lui.
a) L’appui simple
Il a deux degrés de liberté : .
1- La rotation autour de I'appui,
2- Latranslation parallélement au support de I'appui. R I

La réaction est connue par son point d'application (point de contact du |

systéeme avec l'appui) et par sa direction (elle est perpendiculaire au

support). Seule l'intensité reste a déterminer.

En résumé, l'appui simple se caractérise par: 2 degrés de liberté et 1

composante de réaction. Figure 1. 6 Appui simple

11



Chapitre | Introduction et généralités

b) L'appui double (articulation)

Il a un seul degré de liberté, la rotation autour de l'appui. Toute v

translation est par contre empéchée. I

Dans ce cas, la réaction de I'appui est connue uniquement par son point &

d'application, le point de contact du systéme avec l'appui (point A) (la Ry {

ligne d'action de la réaction passe par A). La réaction est décomposée © = :

suivant deux directions perpendiculaires et les deux composantes sont a 7

déterminer. L'appui double présente donc 1 degré de liberté et 2 Figure 1. 7 Appui double

composantes de réaction. (articulation)

¢) L'encastrement

s

Il n'a aucun degré de liberté. Tout déplacement est empéché. La réaction est

h

un vecteur pouvant occuper n'importe quelle position du plan. On peut

M
toutefois decomposer la réaction en 3 composantes : ’ Ry
¥ |
- deux composantes suivant deux directions perpendiculaires et passant par A / —_ '
- un couple appliqué en A. %
En définitive, I'encastrement se caractérise par: O degre de liberté et 3 Figure 1. 8 Encastrement

composantes de réaction.

1.5 Principe Général d’équilibre -Equations d’équilibres :

Sous I’effet des charges extérieurs, on cherche les conditions d’équilibre des corps solides au
repos, ces conditions sont assurées si les résultantes des moments et les forces agissent sur

I’¢élément étudié sont nulles, on exprime les résultantes par leurs formes vectorielles :

n
Zﬁ:ﬁ
=1

Dans le cas des structures plans, chargées dans leurs plans, les résultantes se réduisent en trois équations
scalaires de forme suivant :

12
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1.6 Notion des efforts internes

On appelle forces (sollicitation) extérieures ou charges les forces appliquées connues sur un
élément de structure donnée.
Les efforts internes sont des efforts qui se développent a I’intérieur du corps solide pour
assurer 1’équilibre sous 1’action des forces extérieure qui agissent sur I’élément structurel.
La détermination des efforts internes permet de :
= Extraire les informations nécessaires sur 1’état de sollicitation de 1’¢lément étudié
= Vérifier sa résistance vis-a-vis les sollicitations appliquées.
Pour le cas des éléments de la structure plans, on distingue trois efforts internes :

- Effort Normal :
La composante N de la résultante F représente la somme des projections de toutes les forces
intérieures agissant suivant la normale de la section (ou suivant 1’axe longitudinal de
I’¢lément). L’effort normal provoque une déformation longitudinale de 1’élément. N est

considéré positif s’il s’agit d’une traction et négatif dans le cas contraire.

- Efforts tranchants :
Les forces transversales T, et Ty sont les sommes des projections de toutes les forces
intérieures dans la section sur les axes centraux principaux de cette derniere. Ces efforts
tranchants provoquent le cisaillement des bords de la section respectivement dans la direction
desaxes Zet Y. Le sens de T sur le plan est positif par convention quand il tend a faire tourner

un élément entre deux sections dans le sens des aiguilles d’une montre.

Z l N N

Figure 1. 9 Efforts tranchants

- Moments fléchissant
Les composantes My et M du vecteur moment résultant représentent les sommes des moments
de toutes les forces intérieures dans la section, par rapport aux axes d’inertie principaux de
cette derniere Y et Z respectivement. Le sens positif des moments dans le plan qui par

convention tend les fibres inférieures et comprime les fibres supérieures de la section.

13
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(G

Figure 1. 10 Moments fléchissant

- Le moment de torsion My
Le moment de torsion My (ou M) est la somme des moments de toutes les forces intérieures
dans la section par rapport a I’axe de la barre x. Le moment de torsion est positif lorsqu’il tend
a tourner la section dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre (sens trigonométrique) en

regardant la section du c6té de la normale extérieure.

Figure 1. 11 Le moment de torsion Mt

1.7 Méthode des sections

Pour déterminer les forces intérieures qui apparaissent dans un élément soumis a une
sollicitation, on se sert, en résistance des matériaux, de la méthode des sections. Cette méthode
est basée sur le fait que si un ¢lément est en équilibre, sous I’action des forces extérieures,
alors n’importe quelle partie de cet élément sous 1’action des forces qui lui sont appliquées,
est equilibré par un systéeme de forces intérieures agissant dans la section. On considére

I’¢lément AB plan, soumis a I’action d’un systeme

de forces extérieures. Pour calculer les efforts et \ / l

moments dans n’importe quelle section, on coupe a wol
SRS / S

I’endroit voulu 1’¢élément AB en deux parties. Les A B

valeurs numériques des efforts N, Q et M sont égaux T l

. . N M
aux sommes algebriques des projections et des \4 % - JT
moments des forces extérieures agissant sur une des A T B

parties (gauche ou droite) de 1’élément sectionné, )
Figure I. 12 Méthode des sections

géneralement sur celle ou les projections et

moments se calculent plus facilement.

14
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1.9Unités

Les unités de mesure utilisées sont principalement celles du systéme d’unités international

(SI) ; pour des raisons de commodité le systéme d’unités technique (MKS) est parfois utilisé

Tableau I. 1 Les unités de mesure

Unites Sl MKS
Longueur ‘le meétre’ m M
Masse ‘le kilogramme’ kg Kgf=10N
Temps ’la seconde’ S S
Force ’le Newton’ N, KN t=10% Kgf=10*N
Contrainte N/mm? 1bar=
Kgf/cm?=0.1N/mm?
Travail ‘joule’ J=N.m Kgf.m=10J
1.10 Exercice
Exercice 1

Soit une poutre de longueur 1=8 m appuyée en ses extrémités sur 2 appuis de niveau et
supportant une charge concentrée (localisée).

- Déterminer les réactions d’appuis.

- Calculer les efforts internes (M, N, T).

% SRR N

X
4m 4m

>
<«

Y

Solution exercice 1

1-Calcul des réactions :

Application du principe fondamental de la statique ou de I’équilibre des forces on distingue :

ZF/XZO RB/x:O 20 KN RB/Y

ZF/yZO +RA/y+RB/y'ZO:O I?:MY l A Y M
IMA=0 | (Rey*8)-(20%4)=0 A RB;XLE ?
Re/ix=0. 4 =

Ray=10KN. #Nm—r

Rery =10KN.

15
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2. Calcul des efforts internes 20 KN
Zone 1: 0<X<4m Sk i 52 Y M
- | A ( c
On applique le principe de la statique dans le AN ) )
: eXe) @
trongon gauche de la section S1 am am X

ZF/X:O N]_:O
ZF/y:O RA/y-T]_:O f Y
EMi51=0 | -(Ray*X)+Mn=0 ZONE 1 ZONE 2

RA/Y Mfl
N1=0 N1=0 S1 ( j
A >

T1= +Ray T1=+10 éé
ij_:RA/y*X M =10*X

Zone 1l : 4<X<8m

1
!
1

B
— B
A &

— A

ZF/y:O RA/y -20 -T»=0 ZONE 1
EMis2=0 | -(Ray™*X) +(20*(x-4)) +Mp=0

Rary 20KN| g2 M,
N2-0 2=0 l ( j
A >

To= +Ray-20 T,=-10 éé /l TN,
Mp=Ray*X -(20*(x-4)) M= -10*X+80 X T
\ J
Y
ZONE 2
Exercice 02 20 KN
- Calculer les efforts internes (M, N, T). Y, M
A
- Déterminer les réactions d’appuis. lB
X
< o >

Solution exercice 2

1-Calcul des réactions :
Application du principe fondamental de la statique ou de I’équilibre des forces on distingue :

ZF/XZO RA/x:O
ZF/yZO +RA/y'ZO:O

Rary Y, M
IMe=0 | (Ray*4)-Ma=0 Ma ( *
Rasx

Reix-0. X
Ray=20KN. am

20 KN

Ma = +80KN.m < >

16
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2. Calcul des efforts internes
Zone 1 : 0<X<4m

Rary s1 lB
On applique le principe de la statique dans le trongon %I Raix /

MAJ 4m

gauche de la section S1

YFx=0 N-0 >
ZF/y:O RA/y'T:O
EMis1=0 |_-(Ray*X)+Mr+Ma=0 Raw s, <M
N-=0 N=0 Ra/x _
T = Ray T =20KN 2 N
M =(Rary*X) - Ma M =(20*X) - 80 MAJ X -
Exercice 03
Pour la poutre suivante, déterminer les réactions d’appuis : 20KN
Solution exercice 5KN/m ‘//o
ALY YV VYV Y 45 B
)
ZFx=0 Raix- P* cos 45° =0 2m 1m 1m
YFy=0 = +Ray +Rey -(5*2)-(P* sin 45°)=0 b P e
>Mp=0 | (Ray*4)-(5*2*3)-(P* sin45°*1)=0
Ray P=20KR,
A 5KN/m A
AY VYV VYVYY 4s° B
Rax=14.14KN N\ Raix N
Ray=11.03KN 2z, m .
Rey = 13.10KN - e M
Exercice 04
Pour la poutre suivante, déterminer les réactions d’appuis :
qL
: l
AL Y ¥ ¥V Y YV Y VVVVY VYR

&2
>« -

R
<
o

2L

v

— _5qL _4qL
Reix=0 RB/y—T RA/y—7

Exercice 05
Pour la poutre suivante, déterminer les réactions d’appuis :

17
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90KN 60KN
30° l
A / B
AN
EZZA g 00
3m am ]

RA/X=77.94KN RAly=555KN RBly = 49.5KN
Exercice 06
Pour la poutre suivante, déterminer les réactions d’appuis :

20 KN

il

Rex=0KN Ray=20KN Rgy= 40KN 6m

X
iy
v §[>w

A

18



Chapitre 11

Caractéristigues
geometriques des
sections droites

e Centre de gravité,

e Moments statiques,

e Moments d’inertie d’une section droite,
e Transformation des moments d’inertie.
e AXes principaux centraux,

e Moments d’inertie principaux.

e Module de résistance

e Rayon de giration



Chapitre Il Caractéristiques géométriques des sections droites

1.1 Introduction

En générale, la résolution des problémes de I’'RDM fait appel a I’aspect Géométrique
‘caractéristiques’ des sections droites des corps étudies tell que : Centre de gravité, Moment
statiqgue, Moments quadratiques...

11.2 Centre de gravite

On appelle centre de gravité d’une section le point & travers lequel si Y 4
on applique une force, elle résulte en une pression uniforme sur toute ~ y/
la section. l
Les coordonnées du centre de gravité G (X, Yc) d’une section Y,
homogeéne (S)

Sont données par les relations :

Xi xSi Yi xSi
Xg = Zz—s Yo = Zz—s ?
»Si=3S§
I1.3 Moments statiques : A
On considére 1’aire d’une section (S) dans le plan défini par le systeme Y
d’axe XOY. On appelle les moments statiques de 1’aire (S) par rapport v --

aux axes OX et QY les quantités :

'I.I:L' i
Sy = ff yds :
Sy = ff Xds

Par analogie avec le moment d’une force rapport a un axe quelconque, le moment statique de
’aire d’une section par rapport a un axe situé€ dans son plan est égal au produit de la surface de

v

la section par la distance de son centre de gravité a I’axe considére.
Sx=S.Ye
Sy=S.XG

Pour les surfaces complexes discrétisées en n’aires simples les moments statiques par rapport
aux axes Ox et Qy seront respectivement égaux a :

Sx= ZSl X Yi
Sy= ZSl X Xi

Remarque : Le moment statique d’une surface par rapport a axe passant par son centre de gravité est nul.
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11.4 Les Moments d’inertie

On appelle moment d’inertie (quadratique) I’intégrales produit des aires €lémentaire par le carré
des leurs distances a partir de 1’axe considéré, ainsi, les moments d’inertic d’une surface (s)
quelconque par rapport a OX et OY sont les suivant :
= [f Y?ds
ly=[f X?ds
Le moment d’inertie de la section représente la capacite de la section a s’opposer a la
déformation latérale, comme le montre I’exemple d’une feuille \

| RS

reposant sur deux appuis dont la déformation sous son poids | ——

3

propre est nettement plus importante que quand elle est pliéeen " —

forme de U, car le moment d’inertie I de la forme en U est plus

grand que celui de la section rectangulaire.

11.4.1Démonstration appliquée a une surface rectangulaire y

A ds
Iz= ff Yads

Avec ds=B*dy
Iz= [[Y?B dy

_ p (H/2
Iz= BfH/2 H

v
N

— Y3
Iz=B |i£(?)

|z—B[——_—H3

BH?3
24

11.4.2 Démonstration appliquée & une surface triangulaire

2=

2B alors b=B(ﬂ)
B H H
Iz= [[ Y?ds avec : ds=b*dy
- H-y
|Z— ff YZB (T) dy
B (Hy2
Iz= Efo Y“(H —y)dy
B v3H v*
== 16 (5 — )

BH3

|-=
12 5

21
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11.4.3 Moment d'inertie polaire

On appelle moment d'inertie polaire d'une surface (S) par rapport a un point donné (péle O)
I'intégrale des produits des aires élémentaires par le carré de leurs distances r a partir du pole.

Il représente la capacité de la section a s‘opposer aux déformations

y
angulaires sous I'effet de la torsion. y
lp= [[r2ds r=X%+Y?
b= [ (X2 + Y?)ds Y
lp=[[ X?ds + [[ Y?ds .

1p= Iy Iy 0 X
De cette [’équation, il en résulte que le moment d'inertie polaire par rapport a un point est la
somme des moments d'inertie par rapport a deux axes orthogonaux passant par ce point.

11.4.4 Produit d'inertie (moment d'inertie centrifuge)

On appelle moment produit, I'intégrale des produits des propriétés des aires élémentaires par

leurs distances comptées a partir des axes de coordonnées z, y :
ly: = ff yzds

Remarques :

- Les moments d'inertie quadratiques et polaire sont toujours positifs
- Selon la disposition des axes, Izv peut étre positif, négatif ou nul
- En chaque point d'une aire plane, il existe deux axes orthogonaux par rapport auxquels le produit
d'inertie est nul ( Iyz = 0). Les deux axes ainsi definis sont appelés axes principaux d'inertie.
- Les axes sont principaux quand I'un des axes au moins constitue un axe de symétrie de la section. En
effet, en raison de symétrie le produit d'inertie est nul par rapport a cet axe qui est donc une direction
principale, la seconde étant nécessairement orthogonale.

1.5 Transformation des moments d’inertie

11.5.1 Théoréemes de Huygens

Le moment d’inertie d’une surface (S) plane, par rapport & un axe xx’, est la somme des
produits des surfaces élémentaires ds infiniment petites, par le carré de leur distance a cet axe.
Il est possible de se ramener au moment d’inertie pris par rapport a un axe passant par le centre
de gravité, a I’aide du théoréeme dit théoréme de Huygens (ou le théoreme des axes paralléles)
(figure 11.2) :

22
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Démonstration du théoréme de Huygens
Soit un élément dS de S dans le repére Oxy, et soit le repére Gxy qui passe par le  centre de

gravité G de S et dont les axes sont paralleles a Ox et Oy Soit: VY4 y
Ixz.Uyz.dS avevy =Y; +y'
S

Ce qui donne :

L, = f (Yo2 + 2.Y5.y +y' H)dS

S
— 2 ’ ’2
L, =Yg ff ds + 2.Yg ffy ds + ffy ds Figure 11. 2 théoréme de Huygens
S S S

Finalement, on obtient: I, = Icx + S.Y;”

De méme : L, =1Ig, +5.X;°

La formule générale du moment d'inertie

I= Z[IxiG + Si X (Y¢)4

1= 2 g+ X (Xe)’]

11.5.2 Rotations d’axes :

Soit la section plane S dont les moments d’inertie par rapport aux axes (x,y) sont connus. Un

deuxiéme systéme OXY obtenu par une rotation d’angle 6.

4

g (5)

X=x.cos O+y.sin 0 B €’ds

Y=-x.sin 6+y.cos 0

Les relations liant les coordonnées dans les deux repéres sont :

Calculons le moment quadratique / OX : Y “ X

“

I, = ﬂ Y2ds O X
s
Iy = ﬂ(—x. sin 8 + y. cos 0)2dS
s

Iy = ﬂ(x 2 c0s 20 —2.xy.sin 0.cos 8 + y 2.cos ?8) dS
s
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Iy =coszeffxz.d5+coszeffy2dS—Z.xy.sinG.cosG foy ds
s s s

Iy = cos 20 I, + cos *0 I, — 2.xy.sin 6.cos 0 I,
Ona:

_1+cos20

0520 - ; sin2¢9=1_C052‘9 sin 26

: Sing.cosd =

Ce qui nous donne :
I,+1 I, —1
IX = a 4 + :
2 2
De méme, pour le moment quadratique / OY, on obtient :
I.+1, I,—1I
Iy = -
2 2

Avec Iy, est le Moment quadratique par rapport a un couple d’axe :

y

.€0s20 — I,,.sin2 0

y

.€0s20 + I,,.sin260

Ce moment quadratique est aussi appelé moment produit. Pour un élément dS, le moment

produit élémentaire par rapport aux axes Ox et Oy est par définition la quantité :
Iy = [ x.y.dS

Théoréme de Huygens : Lyy = lgxy +S.X6. g
Remargues : 1-Le moment produit est une grandeur algébrique

2- Si un des deux axes est un axe de symetrie pour la section alors loxy=0

11.5.3 Les directions principales

Il s’agit des directions donnant les moments quadratiques extrémes (maximal et minimal).

Pour les trouver, dérivons lox et lov/ 0 et annulons ces dérivées :

dl, L1y

<o = —Z.T.st 0 —2.1,,.cos20=0 X
dly LI, _ NN
o = 2.——=.sin2 0+2.1,,.cos20=0

Ces deux expressions s’annulent pour :
~2.1,,
I,—1

0

tan(20) =

y
Cette expression nous donne deux directions conjuguées définies

par les angles :
01 et 62= 01+

Les directions ainsi déterminées s’appellent les directions principales (ou axes principaux),

elles sont orthogonales et définies par la relation :
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~2.1,,

I,—1,

tan(20) =

Remarques :
- Pour les directions principales, Ixy est nul.
- Tout axe de symétrie, est axe principal d’inertie.
- Tout axe perpendiculaire a un axe de symétrie est également axe principal d’inertie.
Expression des moments quadratiques principaux
Pour connaitre les expressions des moments quadratiques principauX (Imax et Imin), il suffit de
remplacer, dans les formules donnantes Ix, Iy et Ixy, la valeur de 6 par les solutions de
I’équation :
tan(20) = ﬁ

On obtient ainsi :

2 2
N
I, = I+, B <Ix Iy> L 5
2 2 Y

11.6 Module de résistance

Le module de résistance est €gal au quotient du moment d’inertie axial par la distance de 1’axe

a la fibre la plus éloignée

W, = —& W, =

Ymax

OU V4 distance entre I’axe Ox et la fibre la plus éloignée.
I1.7 Rayon de giration

Le rayon de giration est un indice qui mesure la dispersion de la section autour d’un axe central.
Il définit la rigidité ou la raideur d’une pi€ce qui est, entre autres, fonction de sa forme.

On appelle rayon de giration d’une section par rapport a un axe quelconque, la quantité donnée

, . . I . I
ar ’équation : i, = [ i, = [Z%
X A A
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11.8 Exercice

Déterminer les moments d’inertie principaux et centraux de la section (forme L) ci-dessous :

. . z
Solution exercice 1 A
On pour S; E(Lm
A
S;=10 cm? centre de gravite S; : Z;=5cm  Y;1=0.5¢cm
BH3 1%103 1S
lz1= " IZI:T 121=83.33 cm* 10cm| |
_HB? _10+13 _ 4
Ivi= " |Y1——12 Iv1=0.833 cm
v | S ¢1cm
Onpours, T ee—— >
<« >
S1=9 cm? centre de gravite S; : Z,=0.5cm  Y;=5.5cm 10cm
3 %13
|22=% |22=91; 120=0.75 cm?
3 %93
IYZ:% |Y2=1lz ly,=60.75 cm*

Les coordonnées du centre de gravite sont :

_NSi*Z; _(5%¥10)+(0.5%9) _
Zg——Z 5, Zg——9+10 Z4=2.87cm
Yg:Z Si*Y; Yg:(0.5*10)+(5.5*9) Yg=2.87cm

>S; 9+10

La distance entre les centres de gravite locaux et le centre de gravité de la section sont
a1=Z1-Ze a1 =2.13cm =2,-Zc @a2=-2.37cm

bi=Y:-Ye b1=-2.37cm b=Y2- Y  b2=2.63cm

Le moment d’inertie centraux par rapport aux axes paralleles a OY et OZ

=Y Iy + S;a?  1,=83.33+0.75+(10%2.132) +(9*(-2.37)?) =180cm?

=Y Iy; + S; b2  1,=0.83+60.75+(10%(-2.37)2) +(9*2.632) =180cm*

Ivz=Y Iyz; + S;a?b?  1,=0+0+(10*2.13*(-2.37)) +(9*(-2.37)*2.63) =106.6cm*

Les moments d’inertie centraux principaux sont

Iz+1y

1,—I,\ 2
Inax = — +J( Zy) + 1,,%=180+106.6 gy = 286.6cm*

I+I I7-1,\2
Inin = ;y - \/ ( ZZ y) +1,,,%°=180-106.6 ILjpin = 73.4cm*

L’orientation des axes principaux
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2.
2 —w Alors20==2 ==
Ie—1y 2 4

tan(20) =

Exercice 02

Déterminer les caractéristiques géométriques de la section

suivante : 30cm
Solution exercice 2 10cm
On pour S;

S:=300 cm? centre de gravite S; : X;=-35cm  Y;=20cm

BH? 10303 4t >
|x1=? Ix1= 5 Ix1=22500 cm* 10cm 60cm 10cm
=B 1y, =201 ) =9500 em*

Y1— 12 Y1— 12 Y1
On pour S;

S;=800 cm? centre de gravite S; : X;=0cm  Y;=0cm

| _BH? | _80%103
X2 12 X2

Ix.=6666.66 cm*

* 3
o= 1,=122%  1,,=426666.66 cm

On pour S;

S5=300 cm? centre de gravite Ss : X3=35¢cm  Y3=-20cm

BH?3 30103
|x3=? Ix3= 1x3=22500 cm?
lya= B2 1ye=2230 ) =0500 emé
Y3— 12 Y3— 12 Y3—

Les coordonnées du centre de gravite sont :

IStz oy _(=35+300)+(0+800)+(35+300)

X
oy g 300+800+300

Xg=0 cm

Yg:ZSi*Yi Yg:(20*300)+(0*800)+(—20*300) Y,=0 cm

Y. S; 300+800+300

La distance entre les centres de gravite locaux et le centre de gravité de la section sont
a=X1- Xe a1 =-20cm =Xz2- X a2=0cm a3=X1- Xe a3 =20cm
b1=Y1- Y b1 =35cm D2=Y2- Yo b2 =0cm bs=Ys-Ys b2 =-35cm

Le moment d’inertie centraux par rapport aux axes paralléles a OY et OX

L=X Iy + S;a?  1x=22500+6666.66+22500+(300*202) +(300%-20%)=291666.66cm? .

=X Iy; + S; b2 1v=2500+426666.66+2500+(300*-352) +(300*35%)=1166666.66cm? .
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=X Iy + S; a?b?  1,=0+0+0+(300*35%(-20)) +(300*(-35)*20) = -420000cm?

Les moments d’inertie centraux principaux sont

Ix+1y

I + \/ (""'y)2 +I..%= 729166.66+ 6064703208 I... = 1335636.981cm*
max — = 2 xy ~ . . max — - cm

Ix+l Ix—1, 2
Lpin = "; Y _ \/ (%52) + L= 729166.66-606470.3208 Iyniy, = 122696.3392cm*

L’orientation des axes principaux

—2Iyy 2442000
LIy~ LI,

b4

Alors 20 = 0.76rd = 43.83 0= "

tan(20) =
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Chapitre 111 Traction simple et compression simple

111.1 Définitions,

Une poutre droite est sollicitée en traction ou compression chaque fois que les actions
a ses extremités (A et B) se réduisent a deux forces égales et opposées, de direction la

ligne moyenne.

. A B S S A 2
P —e— F i< B F
1 )
Figure I11. 1 Barre sollicité en : (1) compression (2) traction
(1) Un effort de compression simple si les forces tendent a raccourcir la barre.
(2) Un effort de traction simple si les forces tendent a allonger la barre,
111.2 Efforts normaux de traction et de compression
S S
A = > A ~
S S
1 )

Figure I11. 2 Barre sollicitée en : (1) compression (2) traction

D'aprés le principe de l'action et de la réaction, au niveau de la section S, il apparait
une force intérieure égale et opposée a F.

En traction la force normal N=F est dirigée de l’intérieur vers I’extérieur.
Contrairement a la compression pour laquelle la force normal N est dirigée de
I’extérieur vers 1’intérieur.

La force normal N est égal a la résultante de toutes les forces intérieures agissant sur
la section (voire figure 111.2).

La contrainte normale « o » : est la composante de l'effort qui agisse
L X N N
perpendiculairement a la surface considérée .0 = "

G : est appelé contrainte normale. Elle représente I’intensité de I'effort normal par

unité de surface. o se mesure en (N/mmz2) ou Mégapascal (MPa).
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II1.3 L’essai de Traction :

Nous considéererons une éprouvette en acier doux (figure 111.3).

A

Figure I11. 3 éprouvette en acier doux
L’éprouvette est un cylindrique, muni de deux tétes insérées entre les machoires de la
machine d’essai de traction. Cet essai peut comporter I'observation des variations de
dimensions longitudinales et transversales dans le domaine élastique et dans le
domaine plastique, et étre poursuivi jusqu'a la rupture.
Lorsque 1’on exerce un effort de traction F sur I’éprouvette, on produit sur la partie
centrale de I’éprouvette un champ de contraintes de traction simple considéré

uniforme. La contrainte de 1’élément de surface unité est donc une contrainte normale

de valeur : o=

A T’aide de comparateurs on mesure 1’allongement AL de la partie centrale de

I’éprouvette. Par la suite, on considére plus particulierement I’allongement relatif :

AL
£=—

Oa

Rupture

v
(9]

v

A

Figure 111. 4 Diagramme d’essai de traction.
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En reportant sur un graphique les résultats de I’essai, on trouve, pour I’acier doux, une

courbe (figure 111.4).
L’abscisse représente 1’allongement relatif €, I’ordonnée la contrainte normale G.

Apres I’analyse de la courbe contrainte-déformation, on distingue deux zones différentes
présentées par :
Zone (OA) présente la partie droite et linéaire de la courbe contrainte-déformation, il
est clair que I’allongement d’éprouvette est proportionnel a la progression de la force
appliquée F, cette zone est appelée le domaine élastique du matériau, car dans le cas
de décharge, le matériau revient a sa configuration initiale. En conséquence, on peut
tirer une information importante, la relation entre les contraintes et les deformations

est linéaire et proportionnelle, cette signification permet d’exprimer une loi physique,
notée la loi d’Hooke, qu’elle est présentée par : o= tg(a). €

- La pente tg(a)de la droite (OA) est appelée module d’élasticité linéaire ou

module de Young notée (E)
- Laloi d’Hooke 6= E. €
Le niveau « A » présente la limite élastique caractérisée par la valeur maximale de la
contrainte élastique du matériau O, au-dela de cette limite, il commence a se produire

des déformations permanentes.
La zone ABCD : présente la partie non linéaire de la courbe contrainte-déformation,

et dite aussi I’état plastique du matériau, cette zone est divisée en :

La zone AB « Etirage », dans cette zone, on remarque que les déformations
augmentent mais les contraintes restent stables jusqu’au le point B, il y a aussi
le durcissement du matériau et les déformations permanentes commencent a
apparaitre.

- La zone BC, cette zone est caractérisée par 1’écrouissage du matériau dont le
matériau perd ses caractéristiques élastiques, dans le cas de décharge le matériau
subi un allongement supplémentaire ou permanent, on constate aussi que les
déformations plastiques augmentent aussi en fonction de la progression de la
contrainte appliquee.

- Lazone CD, dans cette zone on constate que la diminution de la contrainte est

accompagnée par une augmentation des déformations plastiques, a ce stade, la
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section transversale de I’éprouvette commence a diminue et 1’apparaissons des
déformations plastiques locales est aussi observee, le phénomene relevé dans
cette zone c’est la striction qu’est définie par la réduction de la section
précédente a la rupture ou la ruine de 1’éprouvette.
- Le point D ; présente la rupture de 1’éprouvette ou la cassure totale et la
destruction de toute 1’éprouvette.
I11.4 Coefficient de Poisson

On peut aussi exprimer la relation entre la déformation transversale et longitudinale par le

coefficient v qui s’appelle coefficient de Poisson :

Cette valeur du rapport entre la déformation transversaleeyy et la déformation axiale

€ Correspondante a la contrainte axiale uniformément répartie dans les limites de

la proportionnalité du matériau.

Exx
- €yy
R b el ey B N R Y o iy .
F _t--------_--------F‘ F
A B

Figure I11. 5 Coefficient de Poisson

A partir du module d’¢élasticité E et du coefficient de Poisson v, est défini un autre

module ayant la dimension d’une contrainte :
_E
2(1+v)

Ce module apparait dans le calcul des contraintes de cisaillement. Il est appelé module

G

d’élasticité transversal.

111.5. Déformation élastique
On prend une barre ou poutre sollicitée par une force de traction ou compression, on

. . N N
applique la loi de Hooke: 6=E € ~aveC o =-alors €= —

Cette quantité presente la déformation axiale de la poutre/barre en traction ou
compression ;

. AL p N LN
Onaaussi € = —  alors on trouve finalement que I'allongement AL égal a: Al = N
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I11.6 Condition de résistance et notion de contrainte admissible
111.6.1 Notion de coefficient de sécurité
Pour des raisons de sécurité la contrainte o doit rester inférieure a une valeur limite

appelé contrainte pratique a I’extension, en adoptant un coefficient S appelé
- S Re ., . .. , . , .
coefficient de sécurité tel que Rpe = —, D’ou la condition de résistance d’une piece
S

en traction: o < Rpe

Les coefficients de sécurité varient suivant les reglements et suivant la nature

envisagée pour les sollicitations (état-limite ultime ou état-limite de service).

111.7 Exercices

Exercice 1

Soit un systeme composé de deux arbres AB et BC,

1. Calculer la contrainte normale qui s’exerce dans chaque membrure lorsque la force
Fg =50 KN et la force Fc = 100 KN.

2. Traces les diagrammes des efforts normaux N et des contraintes o.

A B c
% — —
& Fa=50KN Fc=100KN D=20mm

Solution exercice 1

Application du principe fondamental de la statique ou de 1’équilibre des forces on

distingue :
SFx=0  RasFosFc=0  Ra+50:+100 =0 @ s . > -
-
_ Fc=100 KN
Ra= -150 KN. Y C
Zone AB :

L’effort normal Ny
YF,=0 Ra+N1=0 N:=150 KN
Contrainte 0 1:

N nD? 4N 4%150
0-1 = =1 AVGC A - 0-1 = =1 0-1 =
A 4 D2 3.14%202

o, = 477.70MPa
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Chapitre 111

Traction simple et compression simple

Zone AB :
L’effort normal N
>F,=0 Rat+ Fg +N2=0
Contrainte 0 »:

2

nD?

N
0'2:7 Avec A:T

N2=100 KN

A B
> ® >

Ra= -150KN Fb=50

\/'\g)
\fa

4x100

02 = 312207 o, = 318.47MPa

Les diagrammes des efforts normaux N et des contraintes o.

A

%.

7

150KN
100KN

C
- —
F3=50KN Fo=100KN

477.70MPa

318.47MPa

Exercice 02

Soit une barre rigide AB suspendue aux deux extrémités par des cables EZZ A
extensibles et supporte une charge concentrée au point C (F=1 kN),

1- déterminer I’allongement total de cébles

2- déterminer la position de la force F pour que les deux cables ont le méme |A C B
allongement. 1 F
Données : E= 20 GPa, ®1=5 mm, ®>,=4 mm, Lbarre=1 m, Lcable=0.5 m < im <=
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Chapitre 111 Traction simple et compression simple

Solution exercice 2

1-Détermination de 1’allongement total de cables

Application du principe fondamental de la statique ou de 1’équilibre

des forces on distingue : Na A C Nsip
SFx=0  -F:NaiNg=0  Na.Ng=1KN 1 -
= *1)-(1* = = = < »
XM/a=0 (NB *1)-(1*0.75)=0 Ns=0.75KN alors Na=0.25KN < im =
0.25
o1 LN
- OnalallongementAl égal a : Al = 2
Pour le céble 1 :
2
Al =24 qvec 4="2
E A
_ 4LNy __ 4%0.5%¥10%%0.25%103 _
Aly = E m@,° All - 20%103 r52 b = LB .
Pour le céble 2 :
2
Al, =B avec A =0
E A, 4
__ 4LNpg _ 4%0.5%103x0.75%103 _
Al, = 0, Al, = 09 10% meaZ Al, = 1.492 mm.
2- La position de la force F (X) Nal A C Nelg
Les deux cables ont le méme allongement Al; = Al, 1 F
LN, _ LNg A 8,7 T im <%
FA, = E_AZ Alors NA = A_ZNB NA = ®_22NB X
On a aussi
EMp=0 -(Na *1)+(F*X)=0 X-Na =0
EZMa=0 (Ns *1)-(F*(1-X))=0 X+Ng -1=0 X=0.609m
25 25
Ny =—-Ng Ny =—-Ng
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Chapitre VI

Flexion simple

e Définitions et hypotheses,

e  Efforts tranchants,

e Moments fléchissant,

e Relation différentielle entre la charge, Effort tranchant
et Moment fléchissant.

e Diagramme des efforts tranchants et moments
fléchissant,

e Contraintes en flexion simple,

e Notion de I’axe neutre et dimensionnement.

e Déformée d’une poutre soumise a la flexion
simple (notion de la fleche),

e Calcul de la contrainte tangentiell



Chapitre IV. Flexion simple

1.1 Définitions

On considére une poutre de langueur L soumise a 1’action des charges latérales, ce
chargement provoque une déformation latérale nommee fléche, et ’action mécanique
dite flexion, donc la flexion signifie les déformations latérales d’un élément de
structure sous chargement latéral et perpendiculaire a la fibre moyenne de 1’¢lément
étudie.

Aprés I’analyse du diagramme des moments fléchissant, on observe deux cas, pour le
cas ou le diagramme du moment est uniforme et constant, il s’agit de flexion pure.

Avec la présente d’une variation non constante du moment, on parle de flexion simple.

P P

a7 Ea_’
v

A
5 e

11111

Flexion

Flexion Elexion

Simple
Pure Simple

(M+T)
(M) (M+T)

Figure V. 1 flexion simple et flexion pure
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Chapitre IV. Flexion simple

1V.2 Hypotheses a la flexion plane simple

— Laligne moyenne de la poutre est rectiligne.
— Lasection droite de la poutre est constante.
— La poutre admet un plan de symétrie longitudinal.
— Le moment de flexion agit dans le plan de symétrie.
— Les forces appliquées sont perpendiculaires a la ligne moyenne (situées dans le
plan de symétrie longitudinal).
— Les déformations sont petites (domaine élastique).
— Les sections transversales planes restent planes a pres déformation.
Note : Ces hypotheses sont additionnées a celles de la RDM.
1VV.3 Essai de flexion

L’essai de flexion consiste a disposer une poutre sur des appuis appliquée une
charge F et placé un comparateur en dessous de la poutre pour mesurer les
déformations. La poutre lorsqu’on lui applique une charge F dans le sens voir la figure
VI.1. Elle va se déformer suivant cette figure. La déformation subite par la poutre on
I’appelle la fleche. On remarque aussi que la moitié inférieure de la poutre les fibres
seront tendues (phénomeéne de traction). La moitié supérieure de la poutre les fibres
seront comprimées (phénomeéne de compression). La fleche dépend de quatre facteurs :

- Lanorme de la charge
- Laposition de la charge

- Laforme et le matériau de la poutre

- Lalongueur de la poutre

4%( Fibre neutre

Figure 1V. 2 Essai de la flexion
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Chapitre IV. Flexion simple

1V .4. Efforts tranchants, et Moments fléchissant

1V.4.1 Effort tranchant
L'effort tranchant T dans la section X est égal & la somme algébrique des projections
sur lI'axe des y de toutes les forces agissant sur la partie de la poutre située a gauche
de la section X (figureV1.3).

V1.4.2Moment fléchissant
Le moment fléchissant M dans la section 2 est égal a la somme algébrique des
moments crées dans cette section par toutes les sollicitations agissant sur le trongon a

gauche de X' (figureV1.3) .

| 2) | 2)
: v v
1
1
1
I B SN i}
’ /
TRERE \_(\\\ v,

Figure 1V. 3 Efforts tranchants, et Moments fléchissant
IV.5 Relation différentielle entre la charge, Effort tranchant et Moment
fléchissant.

Pour illustrer la relation entre 1’effort tranchant et le moment fléchissant, on considére
élément infinitésimal de la poutre délimité par deux sections droites ;

: 1 v
1
1
1
AT T T T T s e e mm = m === -
VAV ,
AR AR
F(x)dx
+
. M T dT//“:
1 1
1 1
' Me+/dMg mmmmmmmmmmmm o
_____________ __ +dM -7
e % My 6 f ‘(V I
Q)
7+dT TR

Figure 1V. 4 Efforts tranchants, et Moments fléchissant
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Chapitre IV.

Flexion simple

On cherche I’équilibre au voisinage de cet ¢lément, donc on trouve :

> B =0

—(T+dT)+ T+ F(x)dx =0

F(X):a

L’¢équilibre des moments autour 1’axe (Oz) :

ZMA:O

dx
(My + dM;) — My — (T + dT)dx + F(x)dx— =0

dx
(Me+ de)—%f—de—d-ﬁdae+E@e}d%?= 0
dM; — Tdx =0

_ aMy
Codx

V.6 Diagramme des efforts tranchants et moments fléchissant,

L’objectif du tracage ces diagrammes c¢’est pour avoir la répartition des contraintes et

d’anticipé la valeur du moment ou la poutre va se détériorer.

On prend les exemples suivants :

1-Charge concentrée a mi-travee :

Application du principe fondamental de la statique ou de 1’équilibre des forces on

distingue :
Rary

ZF/x:O RB/x:O A

F

l

Reny

ZF/y:O +RA/y+RB/y'F:0 A
IMa=0 | (Rey*L/2)-(F*L)=0

L/2

L/2

YA A M
RAB/X B j

Efd X

A

Rs/ix=0.
Ray=F/2
Rey = F/2

Y

A

»
>
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Chapitre IV. Flexion simple

2. Calcul des efforts internes =

Zone 1 : 0<X<L/2 52/ l / y §
B
On applique le principe de la statique dans Aé% ) ) A T_'?
S
J

le trongon gauche de la section S1

ZF/x:O N1:0 | I\

ZF/y:O RA/y‘Tj_:O | Y
IMis1=0 | -(Ray*X)+Mu=0 ZONE 1 ZONE 2

Zone 2 : L/2 <X<L

YFi=0 N»=0

ZF/y:O RA/y -F 'T2:0

XMis2=0 | -(Ray*X) +(F*(x-L/2)) +Ms,=0

Ray F S2
N0 N,-0 l (
A

To= +F/2-F To= -FI2 /l "N
Mp=Ray*X -(F*(X-L/2)) | M= -FI2*X+FL/2 X T

Rav
N]_:O N]_:O
A
T1= +Ray T1=+F/2 éé
Ms=Ray*X M =F*X/2
\

1- Les diagrammes des efforts internes

F/2 :

Diagramme des Moments fléchissant (Mf)(KN.m)

I

L/2

X(m)

Mf=-F/2*X+FL
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Chapitre IV. Flexion simple

Ces représentations sont utiles pour situer rapidement les sections les plus sollicitees
Une fois une I’orientation de 1’abscisse curviligne définie, il existe différentes
conventions d’orientation. Nous utiliserons la suivante :
- L’effort normal est positif en traction ;
- L’effort tranchant est positif lorsqu’il directement orthogonal a I’effort normal
positif
- Le moment fléchissant est positif lorsqu’il tend la fibre inférieure.

X

. 27T R
o’/

- | V a
2-Charge uniformément répartie : q
Application du principe fondamental de 1a Ay 3 Y ¥ Y Y YV Y YV YV YV V VYVB
statique ou de 1’équilibre des forces on % @
distingue : < 2L >
2Fx=0 Reix=0 Rery
SF=0 < +Ray+Ray-qL=0 R q . |~
IMa=0 | (Rey*L)-(qL%2)=0 NEEEEEERERAR’ Jrfi“% B I N
Re/x=0. L e X/
Ray=ql/2. < >
Rey =ql/2.
2. Calcul des efforts internes
Zone 1 : O<X<L
On applique le principe de la statique dans le trongon gauche de la section S1
ZF/x:O N:O
S Rey
SFy=0 — Ray-T-gX=0 Ry g 4
SMis=0  |-(Raw*X)+ (GX3/2)+M¢=0 bbb e by v 3N ye
£
N-0 2
T= +qL/2-gX < - >
MfZQL*X/Z- qX2/2 RA/YIL S jMf
NI,
T(0)=qL/2 Mf(L)=-gL/2........ T=0 x=L/2 é_é 71 N
Mf(0)=0 Mf(L)=0............ Mf max(L/2)=qL%8 X T
+—
| J
[
ZONE 1




Chapitre IV. Flexion simple

1- Les diagrammes des efforts internes

Diagramme des Moments fléchissant (Mf)(KN.m)

X(m)

V.7 Contraintes en flexion simple,

Des contraintes normales se développent dans les sections transversales d une poutre
soumise a un moment fléchissant. La figure montre les fibres tendues et comprimées
externes d’un trongon de poutre fléchi. Dans la zone comprimée les fibres se
raccourcissent tandis que dans la zone de traction elles s’allongent. Ces deux zones
sont séparées par un plan neutre ayant un
rayon de courbure R et dont la longueur ne
varie pas lors de la flexion. L’allongement
relatif d’une fibre se trouvant a une distance y
de I’axe neutre peut étre écrit :

g_arbr __ (R+y)dO—dx

ab dx
y
Avec dx=Rdo e=—
R
2 .
SZE Loi de Hook Figure V. 5 contraintes normales
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Chapitre IV. Flexion simple

Al l
ors o=—
Y

D’apres la figure, on peut distinguer que les contraintes
internes sont statiquement équivalentes a la forces et moments
extérieurs. Donc :

ZM/(;:O > Mf—fayds=0
s Figure 1V. 6 Contrainte normale

My = jcryds

N

On remplace la contrainte normale par sa valeur ;
M j £y d
=1 = S
f . R y

E
M; =Efsy2 ds
l_Y_J

Moment d'inertiesur Oz
E
Mf = EIZ

On remplace la valeur du moment dans I’équation de contrainte, on trouve
I’expression de la contrainte normale en un point quelconque dans la section droite S
d’une distance y par rapport a ’axe
Vi
o= Ey
On constate que :

- La contrainte normale de la flexion est proportionnelle a la distance y entre ce
point et le plan moyen passant par le centre de gravité G.

- les contraintes normales positives se sont des contraintes de traction et la zone
subit ces contraintes on ’appelle, zone tendue, les contraintes négatives sont des
contraintes de compression et la zone correspondante a ces contraintes, on 1’appelle
zone comprimée

- les zones les plus sollicitées (traction ou compression) se trouvent dans la fibre

supérieure ou inférieure.
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Chapitre IV. Flexion simple

1V.8 Notion de I’axe neutre

L’axe neutre signifié le plan ou les contraintes s’annulent.

Cas d’une section ayant un axe de symétrie horizontal

. ., o Mmax-
Partie comprimeée
y_
Axe S
Neutre
y
G Max+

Partie tendue

Figure 1V. 7 Axe neutre

Dans ce cas les contraintes de traction et de compression maximales sont différentes

Partie comprimée

Axe
Neutre

Partie tendue & max+

Figure 1V. 8 Axe neutre

IV.9 Déformée d’une poutre soumise a la flexion simple (notion de la
fleche),

Lorsqu’une poutre soumise a la flexion simple, elle prend une forme courbe.
La partie supérieure se raccourcit et que la partie inférieure s’allonge.
La fleche présente le déplacement transversal d’un point quelconque le long de la
poutre sous l'action des charges qui la sollicitent a la flexion, la détermination de la
fleche offre la possibilité de dimensionner I’élément structurel ou pour vérifier les
conditions de sécurité définies par la fleche admissible ou maximale.
L’expression de 1’équation de la déformation peut étre facilement obtenue a partir de

la relation entre la courbure et le moment fléchissant :
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Chapitre IV. Flexion simple

Ona

ngy et GI?}/ do;. .
Alors F‘i/

My 1 : SR
El R L dx

on a aussi

_ o WY
tg(de)= do=—>

1 do
dx=Rdo ..... -=—
R dx
Mp 1 _do
El R dx
My d%
El  dx?

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer la fléche, dans ce cours on s’intéresse
principalement par la méthode d’intégration directe. Cette méthode est basee sur
I’intégration directe de 1’équation différentielle pour déterminer la fleche ou la

rotation :

_ Mp(x)
~EI

y"(x)
lere intégration :

€Me(x)
" _ f
y (x)—jo I dx +C

En intégrant une seconde fois il vient :

y' @) = [F[[f L2 dx + ¢ dx + €1

Ou Cet Clsont les constantes d’intégration a déterminer a partir des conditions aux
limites. 1l faut noter que dans le cas des poutres ayant plusieurs trongons dont chacun
posséde sa propre équation du moment, il faut substituer 1’expression de M dans

chacune des équations différentielles et procéder a 1’intégration.
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Chapitre IV.

Flexion simple

Type d’appui La fleche La rotation
Appui simple, y=0 040
Encastrement y=0 0=0

Il existe autres méthode tel que :

-  METHODE DE LA POUTRE CONJUGUEE (FICTIVE)
- METHODES DES PARAMETRES INITIAUX (MacAulay)

- SUPERPOSITION DES DEFORMATIONS

1VV.10 Calcul de la contrainte tangentielle.

Quand une poutre est soumise a I’action simultanée d’un moment fléchissant et d’un

effort tranchant, en plus des contraintes normales, des contraintes tangentielles

apparaissent aussi au niveau des sections droites. Aux contraintes tangentielles d’un

élément unitaire sont associées des contraintes tangentielles égales sur les facettes

horizontales (réciprocité des contraintes tangentielles). L’existence de ces contraintes

suivant les couches horizontales de la poutre peut étre demontrée par superposition de

deux poutres de hauteur h simplement appuyées aux extrémités et soumises a une

force concentrée a mi-travée. On constate qu’il y a un glissement des fibres inférieures

ce qui signifie qu’il y a des contraintes tangentielles horizontales empéchant ce

glissement dans le cas d’une poutre équivalente de hauteur 2h.

] | !

A

a

>

2

VAR

Figure 1V. 9 contrainte tangentielle

=¥

Considérons un trongon de poutre de longueur dx soumis a un effort tranchant constant

T et un moment fléchissant variant de M a M+dM.
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Chapitre IV. Flexion simple

Figure 1V. 10 contrainte tangentielle

La partie supérieure de 1’élément dx a une distance y1 de I’axe neutre est en équilibre
sous I’action des contraintes o a gauche de 1’élément dx, o+do a droite de 1’élément

et de la contrainte tangentielle horizontale t. Ecrivons I’équation d’équilibre :

ffads—ff (a+da)ds+frbdx=0

En supposant que les contraintes tangentielles sont constantes dans la section bdx:

dM
dexz.Uadszf Tyds
N

N
M
thdx = —ff yds
I S

dM
Thdx = —Si
I
dM Si
T=——
dx Ib

En un point arbitraire d’une section droite d’une poutre soumise a I’action simultanée

d’un effort tranchant et d’un moment fléchissant, la valeur de la contrainte tangentielle
T Sz

est déterminée par : T=—%x=
Iz b

Avec :
T : Contrainte tangentielle.
b : Largeur de la section dans la couche considérée.

Iz : Moment d’inertie.

Sz : Moment statique de I’aire située soit au-dessous soit au-dessus de la couche considérée.

Q : L’effort tranchant.
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Chapitre IV. Flexion simple

La contrainte tangentielle varie avec 1’ordonné y comme le rapport S*z/b. T est nul
aux points les plus éloignés du centre de gravité et passe par un maximum pour
I’ordonnée correspondant au maximum de Sz/ b.

Répartition des contraintes tangentielles dans une section droite rectangulaire

h -

seb.(5-9) 3. (G+7) =0 -v?

; _ bn?
Z7 12
6T h?

— (N2
T varie suivant une loi parabolique T est maximum pour y=0, et a pour valeur :

Tmax = 1.5 E

h
Testnul poury = >

V.11 Condition de la résistance des poutres sollicitées a la flexion simple

Par rapport aux contraintes normales
Pour assurer la résistance d’une poutre fléchie dans la section la plus dangereuse
(section ou Mf est maximum). Il faut que les contraintes de traction et de compression
maximales ne dépassent pas les contraintes admissibles correspondantes.
Section symétrique :

M-ymax

zZ

< min(o_,0,)

Io-r;LaxI = |

Section non symétrique :

lomax| < o_

lomax] < 04
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Chapitre IV. Flexion simple

Par rapport aux contraintes tangentielles

Dans le cas général d’une poutre en flexion simple, les valeurs maximales des
contraintes normales et celle des contraintes tangentielles se trouvent en des points
différents. Dans les points ou o est maximale T = 0 par contre la ou T est maximale

o=0.

T.A
I,.B

< [Tadmi]

Tmax

1VV.12. Exercice

Exercice 1

Déterminer les équations de 1’effort tranchant et du moment fléchissant. Construire
les diagrammes. Dans le cas de la poutre sur deux appuis soumise une charge répartie.
Ainsi, calculer la contrainte normale maximale et vérifier la résistance de la poutre a
la flexion.

Si on change la section de la poutre par une autre cylindrique creuse avec d=0.75D.

Calculer I’épaisseur minimale lui permettant de résister en toute sécurité.

On donne :
. o . 5KN/mm?
- Section cylindrique pleine D=15mm A S A B
- Reésistance élastiqgue Re=900N/mm: C D
- Coefficient de sécurité s=3. _ 100mm 200mm . 100mm

Solution exercice 1
1-Calcul des réactions :

Application du principe fondamental de la statique ou de 1’équilibre des forces on

distingue : Ray EN/mm?2 Re/y

A Y M
ZF/x:O RB/X=0 AT ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ¢ * ERB/X
SFy=0 4 +Ray +Rejy-(5%200)=0 E@a NS
100mm x

IMe=0 | -(Ray*400)+(5*200*200)=0 200mm | 100m'm

RB/x:O-
Ray=500N.
Rey=500N.

A
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Chapitre IV. Flexion simple

2. Calcul des efforts internes
Zone 1 : 0<X<100mm

Rar, z g=5N/ 52/ FiBN
On applique le principe de la statique dans le AT YYV Y * Y BRe/x

2

100mm 200 mm 100mm
" YF5=0 N1=0 e Pe—>

ZF/y:O RA/y‘Tj_:O
8 *Mis1=0 | -(Ray*X)+Msu=0

trongon gauche de la section S1

A

— N]_:O N]_:O RA/Y Mfl
- Ti=+Ray T:=+500 N s1 ( j
Mu=Ray*X Ms1=500 X Nm A >
- 1
X=0 M#u=0 é X 71T1
X=100mm Mu=50Nm f j
Zone 2 : 100 <X<300 ZONYE .

ZF/)(— NZ 0
ZF/y— A/y q(X 100) T2
SMis2=0 | -(Ra*X) +(@*((x-100))%/2) +Mp=0
RNYI S2 M.
)
’ A YV .

To= -5X+1000 / N
Mi2=500%X-(5*((X-100)2/2)) 00mm T

d X »
X=100 T,= 500N M#=50Nm \ ¥ ’
X=200 To=ON Mp=75Nm ZONE 2
X=300 T,=-500N Mf,=50Nm
Zone 2 : 100 <X<300 53 i
Ray, g=5N/mm? ( Qﬁ
SFA=0 [ Ns0 Al Vb bv 4y
SF,=0 - Ray-q(200) -T3=0 AN
SMys3=0 | -(Ray*X) +(q*200(X-200)) +M=0 100mm 200 mm Ts
<4+—r < >
N3=0 < >
Ts=-500

Mis=-500*X+200000)))

X=300 M¢=50Nm
X=400 Mfz=0Nm
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Chapitre IV. Flexion simple

+500N
H]]]]]]]]]m 300mm 400mm
0 toomm ]

-500N

Diagramme des Moments fléchissant (Mf)(N.m)

0 X(m)

75N.m

» Calcul de la contrainte normale maximale ;4%

d
M frax _ M finax (7) _ Mfrax * 32
1, y= n*d—4 - mxds
64

_75000%32 o,
omax = W = . /mm D

» Veérification de la résistance de la poutre a la flexion
omax < Rp
R, 900

Rp =—=——=300N 2
p 5 3 /mm

donc
omax < Rp

omax =

La poutre résiste a la flexion
omax < Rp

D
Mfmax _ Mfmax (7) _ Mfmax * D x 32 <R
, YT (D —dh m=D*—(0.75D)F ~ P
T*—
64
Mfmax * 32 <
m*D3%0.68
M
fmax * 32 S D3
T * Ry * 0.68

omax =

Ry
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Chapitre IV. Flexion simple

m* 300 * 0.68

D>155D =16mm ->d =0.75%x 16 = 12mm
_D—d 16 — 12

= = =2
e ) ) mm

3\/75*103*32
D=

Exercice 02
- Tracer les diagrammes des efforts internes (M, , T).

1-Calcul des réactions :

Application du principe fondamental de la statique ou de 1’équilibre des forces on

distingue :
ZF/x:O RA/x:O 20 KN
ZF/y:O +RA/y'20:0 M Rary
EMis=0 |_ (Ray*4)-Ma=0 (‘%} Reux
RB/X: .
Ray=20KN. J 4m R
Ma = +80KN.m h -

2. Calcul des efforts internes
Zone 1 : 0<X<4m

Rary s1 LB
On applique le principe de la statique dans le trongon %T Rax /

MAJ 4m

gauche de la section S1

ZF/X: N:O
ZF/y: RA/y'T:O
EMis1=0 | -(Ray*X)+M+Ma=0 Rary S

1 M
N-0 N-0 TRA/X / >3
T = Ray T = 20KN >
M J T

A
v

0
0

Ms =(Rayy*X) - Ma M; =(20*X) - 80 A

»
| o

Diagramme des Moments fléchissant (Mf)(KN.m)

-80KN.m

X(m)
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Chapitre V Cisaillement

V.1 Définitions
Une poutre est sollicitée au cisaillement simple lorsqu’elle est soumise a deux forces
directement opposées, perpendiculaire a la ligne moyenne, et qui tendent a la cisailler.
Exemple
Cisaillement d’une poutre

Sous I’action des deux résultantes F et —F exercées par les deux couteaux de la
cisaille, la poutre (E) tend a se separer en deux troncon (E1) et (E2) glaisant I’un par

rapport a I’autre dans le plan de la section droite (s)

E: F

S
r = 1
_F E,
~

Figure V. 1 exemple 1 cisaillement d'une poutre

Cisaillement dans un rivet

La section (s) du rivet est principalement sollicitée au cisaillement.

Ao (\
N\
_

i

Figure V. 2 exemple 2 : Cisaillement dans un rivet

V.2Cisaillement simple et Cisaillement pur :

Genéralement, le cisaillement est toujours accompagné avec d’autres sollicitations
notamment la flexion, mais il y a plusieurs cas dans 1’industrie qui basent uniquement
sur le cisaillement, dans ces cas on distingue deux types de cisaillement :

- Cisaillement pur : dans ce cas la résultante des forces extérieurs se réduit en un seul

point d’application dans le plan de la section droite et perpendiculaire a la fibre
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Chapitre V Cisaillement

moyenne ; ce cas est souvent étudi¢ pour dimensionner les ¢léments de 1’assemblage

/ / ﬁ
/

métallique.

Figure V. 3 cisaillement pur

Cisaillement simple : est caractérisé par 1’application de deux résultantes de force

d'intensité égale, dans le méme plan mais de sens opposes (biaxiale).

Y
/
/ o
|

Figure V. 4 Cisaillement simple

V.3Contrainte de cisaillement,

V.3.1 Essai de cisaillement :

Lors de I'essai de cisaillement pur, les sections infiniment voisines (ab) et (a'b’)
glissent en bloc l'une par rapport a l'autre. Donc on peut admettre que dans cette
section cisaillée, la condition de cisaillement pur est approximativement remplie. Si
on note par ¥l'angle de cisaillement (mam’), avec (m) la position initiale du point
appartenant a la section cisaillée et (m') sa position finale ou position aprés
déformation (Figure V.5). Si on releve la courbe représentant T/S en fonction de
I'angle ¥, on obtient un diagramme d'allure semblable a celle de la traction pure
(Figure V.6).
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Chapitre V Cisaillement

Figure V. 5 Essai de cisaillement

Si on reléve la courbe représentant T/S en fonction de l'angle ¥, on obtient un

diagramme d'allure semblable a celle de la traction pure.

B
T & e
S |
Te
=] I
| PT —,-LL
O

Figure V. 6 Courbe contrainte/déformation dans un essai de cisaillement

Le segment OA ; présente la phase linéaire élastique du matériau, dans cette partie de
I’allure présente une variation réversible et proportionnelle entre la contrainte et la
déformation, jusqu’au le point A qui présente la limite élastique de cisaillement,

- Le segment AB ; présente la partie non linéaire plastique de courbe, cette phase est
caractérisée par l’apparaissons des déformations permanentes et la réduction de
I’épaisseur de I’éprouvette d’ou le matériau perd ses propriétés élastiques.

- Le point B, présente la rupture du matériau et le dépassement de la réesistance de
I’éprouvette vis-a-vis le cisaillement.

Alors on remarque deux domaines de comportement :

Le domaine élastique linéaire défini par0< 7/5 £ 7.
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Le domaine plastique défini par T/S = T,

Dans le domaine élastique, on relie la contrainte de cisaillement T=T/S a lI'angle de

T
cisaillement ¥par: T =tana *y avectana = G = ;alors

T=G*Yy
Avec G module de Coulomb ou deuxiéme coefficient de Lamé.
o= E
2(14v)

E : module d’clastisite
n= coefficient de poisson

Valeurs moyennes de g pour certains matériaux

Aluminium 28000 MPa
Fontes 40000MPa
Cuivre 48000MPa
Aciers 80000MPa
Tungsténe 160000MPa

V.4 Déformation élastique en cisaillement :

Dans la partie linéaire de 1’allure contrainte-déformation, il y a une proportionnalité

entre le glissement transversal par rapport a la section droite et la résultante des forces

extérieures, donc la fibre moyenne s’incline d’un angle v :

dx
tanyzyza

Pour le cas de cisaillement pur, la distribution des contraintes est uniforme sur la
section droite, alors on obtient,

Alors
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Chapitre V Cisaillement

V.5. Condition de résistance au cisaillement.

Dans certains cas, il peut étre important qu'une piéce sollicitée en cisaillement doive
résister en toute sécurité a celui-ci (exemple : assemblage par rivets).

Pour gu'une piece sollicitée en cisaillement résiste en toute sécurité, il faut que la

contrainte de cisaillement ne dépasse pas une valeur critique T 4 4,1, appelée contrainte

T
admissible en cisaillement: T = S < Tgdm =

Te

fs

Tqam . €St Une caractéristique du matériau, elle ne dépend pas des dimensions de la
piéce sollicitée en cisaillement.

7, . La limite élastique au cisaillement
fs : Coefficient de sécurité

V.6 Exercice

Exercice 01 :
On utilise des rivets pour joindre deux plaques identiques en acier de 20 cm de

largeur, soumises a un effort biaxial de traction de 15 KN.

a) Déterminer 1’épaisseur de la plaque sous I’action de traction,
b) Calculer ’assemblage nécessaire.

c) Vérifier I’assemblage obtenu.

Données : 6:=24 MPa Fs=1,5

F
«—
20cm

Solution Exercice 01

l

a) L’épaisseur de la plaque :

F e
5 < Oaam = ‘;—S Alors oo < s donc on trouve ezfsB*Lae
- 15 15 * 1000
©=1°7200 % 24
e = 4.8675mm e=5mm

60



Chapitre V Cisaillement

b) L’assemblage :
Pour calculer I’assemblage nécessaire, il faut fixer, soit le diametre des rivets ou le
nombre des rivets, si on impose un diameétre de 20 mm, donc le nombre nécessaire est

T <r=06%Z > °Fs n>—-f
n«S Fs 5+0.6%0 0.6+0¢+mx(3) 2
> 15%1000%* 1.5 n 2 496
24*1%(10) 2
n=6 rivets
; .
e
F
F
<~ E
20cm
Exercice 2

Deux bandes d’acier sont assemblées par 2 rivets comme le montre la figure ci-
dessous. Veérifier la résistance de I’assemblage.
G plague =100N/mm?
G rivets =80 N/mm?
P=50 KN

Solution Exercice 2 :
L’effort tranchant au niveau de chaque

section de revit :

T =
- Contrainte tangentielle
r==2_F =200 =39.8MPa
S md? mwd? *(20)2

Tadmrivy = 0.6 * 80 = 48MPa
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T < Tadam(riv) -
2/la plaque
La section nette :
Snet=60*10-(2*10*20 )=200mm?

_ N 505100022 .,
O Sen . 200 [2eN/mm

B o verifcr

La largeure minimal bmin poue que la plaque resiste

Snett= Pmin *10-(2*10*20 ) Snett= 10*bmin-400

N 1 N
< > — in= — (—
Snett Uadm(plaque) Snett =4 bmm_ 10 (a + 400)

1 ,50%x1000/2
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Chapitre VI Torsion

V1.1 Définitions :

Une poutre droite est sollicitée en torsion chaque fois que les actions aux extrémités
(A et B) se réduisent a deux couples M et —M égaux et opposés d’axe la ligne moyenne
appelé « axe de torsion ». La torsion engendre des contraintes de cisaillement
tangentielles a cause de rotation d’axe de la fibre moyenne qui provoque un glissement

des sections droites les unes par rapport aux autres.

V1.2 Hypothéses de base pour étudier la torsion :

- En plus des hypotheses de base de la RDM, on opte :

- La section droite de la poutre possede un axe de symétrie longitudinal,

- L’application de charges extérieures se résume en résultante dans le plan de section
droite et autour de I’axe de la poutre,

- Le matériau reste toujours dans son état élastique.

V1.3 Déformation élastique en torsion :
Soit une poutre sollicitée par un moment de torsion, on exprime 1’angle de glissement
_ cD
par:y =—
Avec CD=rdg et OD =dx alors on trouve
rde
==

0 : présente 1’angle de torsion unitaire ;

y rf
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Chapitre VI Torsion

Figure VI. 1 torsion d'une section circulaire

V1.4 Contrainte tangentielle

Ona T =Gy

M,
Alors : T=Gré /"
G !

R

Z Mg = |
|
I'. II|
L R \ /
On remplace la contrainte par sa valeur, \ /

M, — j GOrids=0 Figure V1. 2 Equilibre de section
S

séculaire sous effet de torsion

MtzGef r?ds

N

On fs r? ds est le Moment d'inertie polaire I,

M, =GO I,
M
Finalement, on peut exprimer les contraintes tangentielles en fonction du moment de
torsion :
— Mt
T = Ip r

65



Chapitre VI Torsion

Cette formule montre que les contraintes sont proportionnelles a la distance du point
considéré au centre de gravité de la section. On peut alors tracer le graphe de
répartition de la contrainte dans une section. Les sections les plus sollicitées en torsion

se trouvent dans la fibre supérieure ou inférieure (+R et -R) :

La quantite W, = % est appelee module de torsion

L’angle de rotation d’une poutre de langeur L

p=22 <p=f016dx

dx
l M,
Q= . G_Ipdx
Si le moment et la section sont constante alors :
—_ Mt L
L I,

V1.5 Condition de résistance a la torsion.

Le dimensionnement de la structure en torsion consiste & évaluer la résistance de la
structure vis-a-vis le moment de torsion appliqué et de déterminer ses géométries afin
de réduire les contraintes tangentielles et 1’angle de torsion a des valeurs admissibles
et permises.

Pour des raisons de sécurité, le dimensionnement se traduit par la vérification de deux
conditions suivantes :

La contrainte tangentielle appliquée t doit rester inférieure a une valeur limite appelée
contrainte admissible, la contrainte admissible a la torsion obtenue en tenant compte
d’un coefficient de sécurité Fspar rapport a la limite d’élasticité du matériau pour des

raisons sécuritaires

O¢
Tapp < Taam = F
s
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Chapitre VI Torsion

D’autre cote, le dimensionnement selon I’angle de torsion admissible traduit
simplement le fait que 1’angle de torsion ne doit pas dépasser 1’angle de torsion permis,

selon I’utilisation de la poutre :
Pcal < Padm

V1.6 Exercice

Exercice : 1

On considere une éprouvette cylindrique en cuivre de diametre d = 25mm et de
longueur

L = 1m soumise a un couple Mt =210 N.m, lors d’un essai de torsion.

L’angle de torsion mesuré est o = 4,9 degres.

a) Calculer le module d’¢lasticité transversal G du cuivre testé.

b) Déterminer 1’angle de torsion d’une méme poutre (méme matériau et méme

diameétre) de longueur L'= 1,8m, si elle supporte une contrainte de cisaillement

. N
maximale T, = 140m

Solution

a) Le module d*élasticité G :

M,
Ona:G=--
o1,
. . md*
Pour une section cylindriqueona I, =—
P32

G= 64030.35MPa

b) Calcul I’angle de torsion o :
_Tmx-L

- D
G'E

Application numérique
_140%1.8%1000

0=0.314 rad = 17.99°
64030.35%—~
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